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Abstract：Slope stability analysis based on the limit equilibrium method is statically indeterminate，which requires 
various assumptions to evaluate the factor of safety. The interslice force function f (x) is a major assumption that is 
important but is not adequately considered in the past. The authors propose that the factor of safety and the 
interslice force function can be determined in accordance with the Pan Jiazheng′s extremum principle from an 
optimization analysis. For any prescribed failure surface，the interslice force function )( ixf is taken as the control 
variable；and the maximum factor of safety will be computed by tuning function )( ixf with the simulated 
annealing method，which is actually equivalent to a lower bound approach. For locating the critical failure surface，
the particle swarm or the harmony method is used，which is an upper bound approach. In addition，the problem of 
convergence in evaluating the factor of safety is investigated；and it is demonstrated that interslice force function  
f (x) cannot be arbitrarily assigned if consistent and acceptable internal forces are required. The presented approach 
has a further advantage that convergence during the stability analysis is greatly reduced which is not possible with 
all the other existing“rigorous”methods，and an interslice force function is not required in the analysis.  
Key words：slope engineering；factor of safety；Pan Jiazheng′s extremum principle；global optimization method           
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D. G. Fredlund 和 J. Krahn[4]提出了通用极限平
衡法(GLE)的概念，并指出其他各种方法均可看作是
GLE 法的特例或简化。条间力函数 )(xf 作为 GLE
法中的主要假设条件，其对安全系数的影响在过去
的研究中并没有得到足够的重视。目前最常用的条




计人员为了方便起见都采用 0.1)( =xf 这一假定，此
时 Morgenstern-Price 法也就变为 Spencer 法，不过
这样的假定除了简便之外没有任何理论依据。 






























Y. M. Cheng 等[12]研究了边坡极限平衡分析中的迭
代收敛问题，发现迭代不收敛的原因也可能是在初











2  优化算法实现潘氏极值原理 
 
2.1 优化模型建立 
假设某砂土的有效黏聚力 0=′c ，采用 Mohr- 
Coulomb 强度准则来描述条间剪力，即 
ϕ′= tanEX                  (1) 
式中：X 为条间剪力，E 为条间法向力，ϕ′为有效
内摩擦角。由此有 0.1)( =xf ， ϕλ ′= tan 。由于极
限平衡法中没有强制规定条间力必须满足 Mohr- 
Coulomb 强度准则，但如果添加此项合理性条件，
特别是当 0≠′c 时， )(xf 就不再等于 1.0。事实上通
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过 Spencer 法反分析来考察条间力关系，可以发现
多数情况下条间力关系都不符合 M-C 强度准则。如
果条间力违背 M-C 强度准则， )(xf 就应当进行调





间力的关系 )( ixf ，并将所有条间力关系组合形成
)(xf 。假设采用模式搜索法来寻求条间力函数的最





以图 1 所示边坡为例，滑体划分为 n 个土条， 
n－1 个控制变量 )( ixf 。在 GLE 法中， )(xf 的取值
范围为[0，1]，修正系数λ和目标函数 FOS 均可表
示为 )( ixf 的函数。对于单一滑动面，可采用全局
优化的方法调整 )( ixf ，从而求得同时满足整体力
和力矩平衡的安全系数上下限，此过程表述如下： 
0≤ )( ixf ≤1.0                  (2) 
在执行上述优化过程中，条间力关系要满足
M-C 强度准则： 




图 1  边坡滑动面及条分示意图 













































图 2  计算流程图 













指定 f (xi)，组合为 f (x) 
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认公差为 0.000 1，将滑体划分为 15 个土条，这样
总共有 14 个控制变量 )( ixf ，受公差控制，优化次





算例 1：边坡形状及其圆弧滑面如图 3 所示，
边坡倾角为 45°，坡高为 6 m，滑面形状为圆弧。
土的重度为 19 kN/m3，通过变换不同的c′和ϕ ′来考












的大，大部分都在 1.0 以上。 
 
 
图 3  算例 1 边坡形状及其圆弧滑面示意图 
Fig.3  Schematic diagram of slope with a circular failure 
surface for example 1 
 
算例 2：边坡几何形状如图 4 所示，表层土参数
为：重度 18 kN/m3，饱和重度 20 kN/m3，c′ = 5 kPa， 
ϕ ′= 36°；下层土参数为：重度 15 kN/m3，饱和重度
27 kN/m3，c′ = 3 kPa，ϕ ′ = 30°。计算结果见表 2。
如果不考虑式(3)，在仅有下面一排土钉支护的情况 
 
表 1  算例 1 极值优化法和 Spencer 法求得的安全系数和λ 
Table 1  Factors of safety and λ from the extremum principle 
and Spencer′s analysis for example 1 
最大安全系数/λ 最小安全系数/λ 
条件 
不满足式(3) 满足式(3) 不满足式(3) 满足式(3)
Spencer 法
c′ = 0 kPa 











c′ = 0 kPa 











c′ = 5 kPa 











c′ = 5 kPa 











c′ = 10 kPa











c′ = 10 kPa











注：“*”表示 Spencer 法的结果不满足式(3)。 
 
 
图 4  算例 2 边坡几何形状及土体参数(2 层土， 
2 根土钉，水位线) 
Fig.4  Geometric and parameters of slope with 2 soil layers， 
2 soil nails and a water table for example 2 
 
表 2  极值分析和 Spencer 法求得的安全系数和λ 
Table 2  Factors of safety and λ from the extremum principle 
and Spencer′s analysis for example 2 
最大安全系数/λ 最小安全系数/λ 
条件 




































滑动面位置较深，同时在边坡顶部作用有 30 kPa 的
均布荷载(见图 5)，在不严格满足式(3)时，安全系数
的上下限分别为 1.236 和 1.091，当条间力严格满足
式(3)时，安全系数的上下限分别变为 1.221 和 1.184。




图 5 算例 3 边坡，滑动面较深且坡顶作用有均布荷载 
Fig.5  Results of a slope with a deep seated failure surface and 
a vertical pressure for example 3 
 
4  收敛性研究 
 
同样考虑算例 1，但滑动面较陡的情况(见图 6)，
分别采用 Bishop 简化法、Janbu 简化法、Swedish
法和 Sarma 法进行计算，得出的安全系数分别为
1.542，1.570(不修正时为 1.075)，1.526 和 1.550。
采用极值优化分析但不考虑合理性条件式(3)时，安
全系数上下限分别为 1.602 和 1.547，考虑式(3)的限
制时安全系数上下限分别变为 1.564 和 1.559。而采
用双步 QR 法求解 Spencer 法则无法给出物理上能
够接受的结果，可以看出 0.1)( =xf 导致计算无法
收敛。 
考虑算例 1，假定滑动面为圆形并且在坡顶作
用 30 kPa 的均布荷载，采用和声算法搜索临界滑动
面，在条间力不严格满足式(3)情况下计算出的安全
系数上下限分别为 1.013 和 0.85，而当严格满足式(3)
的情况下安全系数上下限分别为 1.002 和 0.901。如
果采用双步 QR 法和迭代法求解 Spencer 法，得出




图 6  算例 1，滑动面较陡的情况 
Fig.6  Results of a slope with a steep failure surface 
for example 1 
 
系数更低。采用和声搜索算法可以生成 266～488 个





敛，可能是由于 0.1)( =xf 的限制。对于采用本文方
法计算仍无法收敛的滑面，有可能是滑动面极其浅
以至于几乎与地表面相平行，对于这样的滑面，即












算例 1 中，如果 =′c 5 kPa， =′ϕ 20°，大约会
有 5 700 个 )(xf 无法算出安全系数，除了少数情况
完全随机没有任何特点外，大致可以分为三类：第
一类 )(xf 随 x 波动，而且波动比较剧烈；第二类
)(xf 在两端较高而在中间较低；第三类 )(xf 的形
状总体看来类似式(4)，但 )(xf 在 x 左边很小的间
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cbaxxf /)(cot)( 1 += −              (4) 
 
 
图 7  算例 1 在不考虑式(3)时的极大值对应的 f (x) 
Fig.7  Function f (x) for maximum extremum without Eq.(3)  
for example 1 
 
 
图 8  算例 1 在不考虑式(3)时的极小值对应的 f (x) 
Fig.8  Function f (x) for minimum extremum without Eq.(3)  
for example 1 
 
 
图 9  算例 1 在考虑式(3)时的极大值对应的 f (x) 
Fig.9  Function f (x) for maximum extremum using Eq.(3)  
for example 1 
 
 
图 10  算例 1 在考虑式(3)时的极小值对应的 f (x) 
Fig.10  Function f (x) for minimum extremum using Eq.(3)  
for example 1 
 
 
图 11  极值优化中的简化 f (x) 
Fig.11  Simplified function f (x) for the maximum and 
minimum extrema determination 
 
对于一般问题， )(xf 是相对平滑的；但对于
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试算，理论上越多的试算应该得出越平滑的 )(xf ，
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